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Нетрадиционные методы  
решений иррациональных уравнений

Аннотация
Введение. Математика, как и другие предметы общеобразовательного профиля, имеет целью 

повышение общего интеллектуального уровня, специальной математической подготовки, раз-
витие творческого подхода к решению поставленных вопросов. В ходе изучения и практиче-М
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ского решения  уравнений возникают широкие возможности по формированию интуиции, 
повышению логики мышления.

Материалы и методы. Обширная часть программы по математике в колледже уделена 
исследованию уравнений. Частный случай алгебраических уравнений – иррациональные 
уравнения. Описаны нетрадиционные способы решений иррациональных уравнений, осно-
ванные на применении неравенств Коши и Бернулли. Представлены уравнения с полными 
решениями, базирующимися на использовании указанных неравенств.

Результаты. Решения иррациональных уравнений представляют для студентов наиболь
шую сложность не только в логике, но и в технике. Безошибочное их решение во многом предо
пределяет успешный результат профильного уровня ЕГЭ. Рассмотрены психолого-педагогиче- 
ские условия усвоения нетрадиционных способов решения иррациональных уравнений.

Обсуждение. Использование нестандартных путей решения иррациональных уравнений 
на  занятиях способствует повышению шкалы успеваемости, улучшает уровень математиче-
ской логики.

Заключение. Студенты, овладевшие нетрадиционными путями решения иррациональных 
уравнений, успешно справятся с заданиями повышенной трудности. Представленный материал 
может стать подспорьем в работе учителей специализированных математических классов, ока-
жет значительную помощь учащимся.

Ключевые слова: уравнение, неравенство, метод, иррациональное уравнение, логика.
Основные положения:
• рассмотрены основные типы иррациональных уравнений;
• дана характеристика общих методов решения иррациональных уравнений;
• представлены неравенства Коши и Бернулли;
• показано нетрадиционное применение неравенства Коши и Бернулли к решению ирра-

циональных уравнений;
• приведены аналоги уравнений с решениями, включённых в профильный уровень ЕГЭ.

1. Введение (Introduction). Матема-
тика, как и все другие науки, не стоит на 
месте, она продолжает своё развитие, не-
ожиданно находя новое применение дав-
но открытым теориям. Успешность при 
изучении математики зависит от компе-
тентности. Закрепление практических 
навыков находится в прямой зависимо-
сти от уровня знания теоретического ма-
териала [1, c. 107]. Логическая строгость 
обеспечивает безошибочное, осмыслен-
ное овладение математическими знания-
ми, навыками и умениями, способствует 
развитию математических способностей 
[2]. И на сегодняшний день актуальными 
остаются высказывания кораблестрои-
теля, академика – математика А.Н. Кры-
лова: «Математика в современном своем 
состоянии настолько обширна и разноо-
бразна, что можно смело сказать, что в 
полном объеме она уму человеческому 
непостижима, а следовательно, должен 
быть сделан строгий выбор того, что из 
математики нужно знать» [3, с. 87]. Рено 
Декарт, философ-математик, в «Раз-

мышлениях о первой философии» в 1641 
году изречением “cogito ergosum”  – «я 
мыслю, поэтому существую» придал ма-
тематике смысл абстрактности, не толь-
ко сохранившийся до наших дней, но и 
принявший ещё больший смысл [4]. Пре-
жде всего, при обращении к математике 
человечеству требуется ознакомление 
с  веками проверенным математическим 
инструментарием, искусное овладение 
им, а не любование неисчислимыми её со-
кровищами [3]. Поиск ответов на разные 
задачи требует от каждого из нас, от всего 
общества, хорошо развитой способности 
к творческой деятельности. Научиться 
применению основ математики каждо-
му обучающемуся ей, не так уж и трудно 
[5, c.  4]. По крайней мере, способности 
и умения отыскать в данных условиях 
более или менее оптимальное решение 
[6,  c. 136]. Изучение математики, как и 
любого другого предмета, имеет основ-
ной задачей оттачивание логики мыш-
ления, творческого пути достижения 
определённых практических задач. Ста-
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вятся две цели: увеличение запаса систе-
матизированных знаний, умений и навы-
ков; воспитание определенных качеств 
воли и мышления. Обучающийся должен 
получить максимальное формирование 
логики, прикладных навыков, применять 
результаты инновационной деятельно-
сти [7,  c.  82]. Развитие пространствен-
ного воображения всегда способствует 
не столько усовершенствованию матема
тического склада ума, сколько расширяет 
границы применения известных теорий 
[8]. Правильное решение задач, в ко
нечном счёте, сводящееся к исследова-
нию различных видов уравнений, срав-
нимо с искусством [9, c. 15].

Использование основных теорем 
и алгоритмов, умение применять не-
традиционные пути решений требу-
ет углубленного уровня подготовки 
абитуриентов [10; 11, c. 292; 12, c. 3]. Та-
лантливые, творчески мыслящие школь-
ники и студенты, участвующие в олим-
пиадах всевозможных уровней, должны 
научиться нестандартным путям ре
шений. В итоге это поможет благопо-
лучному прохождению ЕГЭ [13].

Важный обязательный критерий го-
сударственной аттестации – это правиль-
ное исследование различных видов урав-
нений [14, c. 204]. Одними из обширных 
разделов изучения математики в рамках 
среднего профессионального образова-
ния (СПО) считаются уравнения, нера-
венства, системы уравнений и неравенств 
[15, c. 81]. Они имеют широкий спектр 
применения не только в различных раз-
делах математики, но и в физике, химии. 
Решение множества прикладных задач не 
обходится без их использования. Анализ 
решения каждой прикладной задачи спо-
собствует укреплению навыков решения 
уравнений, повышает интуицию в выбо-
ре способа решения, развивает культуру 
логики мышления.

Пожалуй, одними из трудоёмких мо-
дулей программы в СПО можно считать 
модули, связанные с уравнениями и не-
равенствами. Мы предлагаем обратить 
внимание на нетрадиционное решение 
иррациональных уравнений, базирую-
щееся на классических неравенствах 
Коши и Бернулли. Извлечение корня со-

провождается дополнительными слож-
ностями для студентов. Исследование 
и окончательный правильный вердикт 
требуют не только знания основных пра-
вил, но и владения исследовательскими 
навыками, умениями делать логические 
выводы [16].

2. Материалы и методы (Materials 
and Methods). 

Уравнения вида  ( ) ( )xBxAk =2 ( )1 и 
( ) ( )kk xBxA 22 = ( )2 , для решения кото-

рых на равных правах вместе с основны-
ми действиями совершается операция 
извлечения из радикала, принято от-
носить к иррациональным уравнениям 
[17].Нами исследуются такие уравнения. 
Они эквивалентны, соответственно, сле-
дующим комбинированным системам:

где ( ) ( )xBxA ,  – рациональные функ-
ции, Nk∈ .

Проиллюстрируем изложенное на при-
мерах.

№ 1. Дано уравнение 121022 −=++ xxx 10  =  
= 2х – 1, укажите его корни.

Решение. Эквивалентная комбиниро-
ванная  система имеет вид:

Уравнение ( )22 12102 −=++ xxx  име-
ет корни 3,1 21 =−= xx . Проверив выпол-
нение неравенства

 	
, заключаем: 

уравнению удовлетворяет значение х = 3. 
Ответ: 3 .

№ 2. Дано уравнение, 
= –6х – 24 укажите его корни.

Решение. Эквивалентная комбиниро-
ванная система имеет вид: 

Уравнение ( )22 246639 −−=−+− xxx
имеет корни 2,1 21 =−= xx . Проверив вы-
полнение неравенства 4−≤x , отмечаем, 
что уравнению не удовлетворяет ни одно 
из найденных значений, делаем вывод: 
корней нет. Ответ: ∅ .
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Классическими путями решений 
уравнений вида ( )1  и ( )2  приняты:  
а)возведение обеих частей уравнения в 
указанную степень радикала; б) введение 
новых неизвестных; в) умножение урав-
нения  на  сопряжённую  величину.

Мы исследуем нетрадиционные пути 
поиска корней уравнений вида (1), (2), 
базирующиеся на использовании нера-
венств Коши и Бернулли. В неравенстве 
Коши CA≥ , A  – среднее арифметиче-
ское, C – среднее геометрическое неот-
рицательных величин [18, c. 5]. Общий 
случай допускает переход и к среднему 
арифметическому, и к среднему геоме-
трическому [19]. Неравенство Коши 

n
n

n aa
n

aa
⋅⋅≥

++
1

1 ... , верное при неотри-
цательных значениях naa ,...,1 , можно 
переписать так: n

nn aanaa ⋅⋅≥++ 11 ...
Частный случай при 2=n будет: 

2121 2 aaaa ⋅≥+ ( )3 . Использование 
неравенства ( )3  при решении уравне-
ний вида ( )1  требует только выполнения 
знака «равно». После преобразования по-
следнего получаем: 02 2121 ≥⋅−+ aaaa
⇔ ( ) 02

21 ≥− aa ⇔ ( ) 0
2

21 =− aa . При вы-
полнении равенства 21 aa =  мы получа-
ем знак «равно». Частные случаи, 3≥n , 
определяются равенствами naa == ...1  и 
гарантируют выполнение знака «равно» 
в неравенстве Коши.

№ 3. Дано уравнение    х
 ( ) )225(261240852 222 +=++− õõxõ , укажите его 
корни.

Решение. Привлечём для рассуж
дений скалярное произведение 
в е к т о р о в );( 11 yxà и );( 22 yxb : 

2
2

2
2

2
1

2
12121 yxyxyyxx +⋅+≤+ . Знак 

«равно» верен в случае, если векторы 
коллинеарные. Как видно, неравенство– 
частный случай неравенства Коши. Про-
делаем ряд преобразований:

Запишем векторы в координатной 
форме: ( )15;xa  и 









+− 22 14;

8

5
xxb . Из 

 
условия того, что векторы коллинеар-
ные имеем: 	          ,    где 
 
 
 
 
 

 
16у(1 + у) =        (5 – 8у)       128у2 + 1928у – 
 
– 1125 = 0, 

 

 
только  0>õ,  

4

3
=õ .                           .Ответ:.

№  4. Дано уравнение
= х2 + 6х + 11 , укажите его корни. 

Решение. Рассмотрим функции: 
=)(xf 	 , 

 
Преобразовав функцию ( )xg , полу-
чим: ( ) 22)3(116 22 ≥++=++= xxxxg
Используя неравенство ( )3 , получаем

                                                  .   Данное уравнение 
 
равносильно системе уравнений

х2 + 6х + 9 = 0, х = – 3. Ответ: – 3.

№ 5. Дано уравнение 
 
 211 222 +−=+−+−+ xxxxxx , укажите его корни.

Решение. Рассмотрим функции:

( ) ,12 −+= xxxf ( ) 142 +−= xxxg
 

 
Преобразуем эти функции:
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Оценим  

 
Эквивалентная комбинированная систе-
ма имеет вид: 

Знак «равно» достигается для 1=x , то 
есть это значение является единствен-
ным решением уравнения. Ответ: 1.

Поиск корней уравнений классиче-
скими способами более трудоёмкий, с 
большими временными затратами. Вы-
бор нетрадиционного применения нера-
венства Коши способствует оптимально-
му пути  поиска корней [17].

Второй путь поиска корней – приме-
нение неравенства Бернулли: (1 +h)p   ph 
(4) [19]. Неравенство (4) верно при  
а)  

Для выполнения знака «равно» необ-
ходимо и достаточно выполнение одно-
го из условий: 1=p  или 0=h . Корни 
уравнения
можно найти, применив ( )4 . Для этого-
нужно в левой части уравнения ( )5  до-
биться суммы степеней вида
и только потом к каждому слагаемому 
применить        . Иногда случается, что 
преобразования приводят к тому, что ле-
вая часть           совпадает с его правой ча-
стью. Тогда вывод:  1=p  или   ( ) 0=xf .

№ 6. Дано уравнение 

укажите его корни, если верно неравен-
ство	 .

Решение. Записываем левую часть 
уравнения в виде суммы степеней:

 
 
Основания степеней с рациональны- 

ми  показателями   неотрицательны:
	 Поэтому: 		          и 		

	   	          Применяем (4):  	
                                 и	                               . 
Переходим к исследованию суммы ради-
калов:

Так  как	 , знак «равно» бу-
дет выполнен, если 01 2 =− x ⇔

.1,1,01 22 ±===− xxx  Ответ: .1;1−
Для исследования уравнения  

 
 
и использования неравенства (4) необ-
ходимо представить левую и правую ча-
сти как сумму степеней вида: ( )( )pxf+1 . 
При совпадении левой и правой частей 
после преобразований, уточняются гра-
ницы допустимых значений перемен-
ных. Исследование всевозможных типов 
уравнений значительно активизирует 
мыслительную деятельность студентов, 
выводит их на более высокую ступень 
познания, путем абстрагирования. Уме-
ние применять нестандартные пути на-
хождения корней повысит уровень успе-
ваемости обучающихся, поможет лучше 
справляться с заданиями повышенной 
сложности.

3. Результаты (Results). Обучение 
математике на современном уровне 
требует разработки и применения ин-
новационных методов, с учётом клас-
сических правил, дающих импульс ак-
тивности логики мысли, оптимально 
способствует их умственному развитию. 
Не редко традиционные пути решения 
уравнений вида (1), (2), (5)  сопровожда-
ются громоздкими преобразованиями. 
Часто применение классических нера-
венств  (3) и (4) к решению уравнений 
(1), (2), (5) позволяет получить опти-
мальный путь нахождения корней; раз-
вивает математическую интуицию, при-
вивает вкус к математике [19].
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Умения и навыки по применению не-
равенств Коши и Бернулли к решению 
заданий профильного уровня ЕГЭ помо-
жет учащимся оттачивать логику мышле-
ния [20].

4. Обсуждение (Discussion). Обуче-
ние нестандартным путям решения раз-
личных заданий способствует усвоению 
математических понятий; формирует 
практические навыки по применению 
теоретических знаний на практике; раз-
вивает такие личностные качества, как 
настойчивость, упорство, самостоятель-
ность, ответственность; развивает вни-
мание, мышление.

5. Заключение (Conclusion). Изло-
женные нестандартные приёмы иссле-
дования иррациональных уравнений, 
основанные на неравенствах Коши и 
Бернулли, имеют развивающий харак-
тер, способствуют получению строгих 
приёмов и подходов к решению, повы-
шают значимость теории в применении 
к практике. Студенты, изучающие новые 

пути нахождения решений, получают 
импульс развития логики, повышают 
прикладной аспект в познавательной де-
ятельности. Всё это поспособствует по-
вышению интереса к исследовательской 
деятельности студентов СПО. Примене-
ние классических–синтетического[21] и 
аналитического [22], методов часто при-
водит к громоздким преобразованиям. 
Оптимальный поиск решения приведёт 
к выбору нетрадиционных способов ре-
шений уравнений.

Применение эффективных методов 
поиска решений, основанных на исполь-
зовании неравенств Коши и Бернулли, 
окажет практическую помощь учащимся 
в овладении сложных, на их взгляд, тем, 
в частности – исследовании и решении 
иррациональных уравнений. Повыше-
ние уровня багажа знаний, познание 
новых путей поиска решения задач спо-
собствует успешности, уверенности в 
дальнейшей интеллектуальной деятель-
ности.
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Non — traditional methods of irrational 
equations decisions

Abstract
Introduction. Mathematics, like other subjects of the general education profile, aims at raising the 

general intellectual level, special mathematical training, developing a creative approach to solving 
the questions posed. During the study and practical solution of the equations, there are ample 
opportunities to form intuition, increase the logic of thinking.

Materials and methods. An extensive part of the mathematics program at the college is devoted 
to the study of equations. A particular case of algebraic equations is irrational equations. Described M
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unconventional methods for solving irrational equations are based on the application of the Cauchy 
and Bernoulli inequalities. Equations with complete solutions based on the use of the indicated 
inequalities are presented.

Results. The solutions of irrational equations are the most difficult for students, not only in logic, 
but also in engineering. Their undisputed solution largely predetermines the successful result of the 
profile level of the USE. The psychological and pedagogical conditions for mastering non-traditional 
ways of solving irrational equations are considered.

Discussion. The use of non-standard ways of solving irrational equations in the classroom helps to 
increase the scales of achievement, improve the level of mathematical logic.

Conclusion. Students who have mastered non-traditional ways of solving irrational equations will 
successfully cope with tasks of increased complexity. The presented material can be a help in the work 
of teachers of specialized mathematical classes and provide significant assistance to the students.

Keywords: equation, inequality, method, irrational equation, logic.
Highlights:
• The main types of irrational equations are considered;
•Characteristics of general methods for solving irrational equations are given;
•Inequalities of Cauchy and Bernoulli are presented;
•The non-traditional application of the Cauchy and Bernoulli inequalities to the solution 

of irrational equations is shown;
•Analogues of equations with solutions included in the profile level of the USE are presented.
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