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ПЕДАГОГИЧЕСКИЕ ПРИЕМЫ РАЗВИТИЯ ЛОГИЧЕСКОГО 

МЫШЛЕНИЯ СТУДЕНТОВ ВУЗОВ 

Аннотация 

Введение. Повышение интеллектуального уровня, оттачивание мате-

матической подготовки, применение инновационных подходов при реше-

нии широкого аспекта практических вопросов — вот спектр приоритет-

ных моментов изучения математики. Практическое решение неравенств 

нетрадиционными методами создаёт новые возможности формирования 

интуиции, способствует повышению логики мышления. 

Материалы и методы. Значительная часть вопросов программы по 

математике в колледже посвящена исследованию неравенств. Рассмотрены



 

South-Ural State Humanities-Pedagogical University 

Педагогические науки 

Pedagogical science 111 

 

П
ед

а
го

ги
ч
еск

и
е п

р
и

ем
ы

 р
а

зви
т

и
я
 ло

ги
ч
еск

о
го

 м
ы

ш
лен

и
я
 ст

уд
ен

т
о

в вузо
в
 

особенности нестандартных приёмов при исследовании иррациональных 

неравенств, основанные на применении неравенств Коши и Бернулли. 

Приведены образцы решений иррациональных неравенств, основанные 

на использовании классических неравенствах Коши и Бернулли. 

Результаты. Обоснованный оптимальный выбор метода решения 

неравенств во многом помогает развитию логики мышления студента, 

способствует творческому подходу поиска результата. 

Обсуждение. Использование нестандартных путей решения ирра-

циональных уравнений и неравенств на занятиях способствует повыше-

нию шкалы успеваемости, улучшает уровень математической логики. 

Применение классических неравенств Коши и Бернулли при исследова-

нии иррациональных неравенств даст импульс исследовательскому поис-

ку поставленных вопросов перед студентом.  

Заключение. Использование классических неравенств Коши и Бер-

нулли при решении иррациональных неравенств и уравнений повысят уро-

вень знаний студента. Им легче будет решить задания повышенной труд-

ности, что повлияет на увеличение баллов на ЕГЭ. Представленный мате-

риал окажет ощутимую методическую помощь как преподавателям ма-

тематики, так и студентам, обучающимся в группах углубленного изучения 

математики, занимающимся научно-исследовательской деятельностью. 

Ключевые слова: математическое образование, математическая 

компетенция, неравенство, особенность, метод, иррациональное нера-

венство. 

Основные положения: 

– представлены основные виды иррациональных неравенств; 

– дана характеристика общих методов решения иррациональных 

неравенств; 

– рассмотрены особенности при решении иррациональных нера-

венств; 

– представлены неравенства Коши и Бернулли; 

– описано нетрадиционное применение неравенства Коши и Бер-

нулли к решению иррациональных неравенств; 
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– приведены аналоги неравенств, включённых в задания профиль-

ного уровня ЕГЭ. 

1 Введение (Introduction) 

Рассматриваемый модуль «Ир-

рациональные неравенства» (далее 

ИН) программы по математике для 

СПО представляют собой частный 

случай трудоёмкого раздела «Урав-

нения и неравенства». Традицион-

но неравенства и уравнения, имею-

щие широкое применение во мно-

гих разделах математики, в разных 

прикладных задачах, представляют 

для студентов наибольшую слож-

ность не только в логике исследова-

ния, но и в выборе метода решения. 

Изучение этого модуля раскрывает 

широкие возможности по формиро-

ванию и развитию математической, 

логической культуры и позволяет 

применять различные педагогичес-

кие приемы развития логического 

мышления. Применению основных 

правил, теорем, путей многоразовых 

решений, как показывает опыт, мож-

но научить практически каждого, 

что подтверждается и введением 

ЕГЭ (база) [1, c. 4]. Применение 

полученных теоретических основ 

прямо пропорционально отражает-

ся на практическом закреплении ма- 

териала [2, c. 107]. Каждому обуча-

ющемуся основам математического 

исследования необходимо уметь вы-

бирать оптимальный путь нахож-

дения решения того или иного пос-

тавленного в задании вопроса [3]. 

Наша повседневная жизнь тре-

бует от нас, наряду с общей грамот-

ностью, также элементарной мате-

матической грамотности. Изучение 

математики помогает приобрете-

нию и укреплению логических и 

практических навыков в жизнен-

ном пространстве. Творческий под-

ход к решению большинства задач 

требуется от обучаемого; необходи-

мо развитие способности творчес-

кой деятельности или хотя бы спо-

собности и умения поиска при за-

данных условиях оптимального ре-

шения. Становление логического 

мышления начинается в средней 

школе [4]. Изучение математики ста-

вит задачи постоянного повышения 

математической эрудиции, исполь-

зования полученного багажа знаний 

и навыков, выработки определённо-

го логического мышления и даже в 

некотором смысле проявления воли 
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к достижению поставленной цели. 

Студент должен применять вкупе 

классические методы и инноваци-

онные методы [5, c. 82]. Разработка 

и применение особенностей поис-

ка решений модуля «ИН» на практи-

ческих занятиях требуют углублен-

ной подготовки более сильных сту-

дентов колледжей, как будущих аби-

туриентов университетов и про-

фильных институтов [6; 7; 8]. В 

учебных планах базовых дисцип-

лин среднего профессионального об-

разования (СПО) модуль «уравне-

ния – неравенства» представляет 

собой один из основных модулей 

[9, с. 81]. Грамотное решение зада-

ний этого модуля является одним 

из главных критериев единой госу-

дарственной аттестации [10, c. 204]. 

Д. Пойа отмечал, что правильное ре-

шение задачи является процессом 

творческим, сравнимым с искусст-

вом [11, с. 15]. Студенты, участвую-

щие в работе математических объ-

единений, принимающие участие в 

олимпиадах различных уровней, 

стараются расширить спектр своих 

познаний в выборе пути решения 

ИН. Применение нетрадиционных 

методов решения, в частности нера-

венств Коши и Бернулли, поможет 

успешной сдаче ЕГЭ [12]. Умение 

применять при выполнении зада-

ний как классические методы (син-

тетический и аналитический), так и 

нестандартные методы поможет сту-

дентам в их дальнейшей научно-ис-

следовательской работе [13; 14; 15]. 

2 Материалы и методы 

(Materials and methods) 

Исследование неравенств явля-

ется, пожалуй, одним из трудоём-

ких модулей программного курса 

математики, не только для студен-

тов колледжей, но и для учеников в 

школах. При решении уравнений и 

неравенств необходимы навыки и 

умения, позволяющие проводить 

довольно-таки разветвленные ло-

гические суждения, требуется твор-

ческий подход. 

Особую трудность представля-

ют собой ИН. К таковым относят не-

равенства, в которых, кроме основ-

ных операций, выполняется дейст-

вие извлечения корня [16]. Обуча-

ющийся, видя в тексте задания кор-

ни любой степени, начинает испы-

тывать страх от неумения или нез-

нания использования свойств ради-

калов. Возводя в квадрат обе части 

ИН, не всегда получается, избавить-

ся от квадратных корней, что сопря-
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жено с появлением «лишних» ре-

шений. 

Подстановка найденных реше-

ний в решаемое уравнение всегда 

исключит «лишние» решения. Ис-

следование и окончательный пра-

вильный вердикт требуют не толь-

ко знаний основных правил, но и 

владения исследовательскими на-

выками, умения делать логические  

выводы [17; 18]. Множества проме-

жутков являются множествами ре-

шений ИН и проверка не всегда оп-

равдана. В ходе полного исследова-

ния ИН необходимо выдерживать 

равносильность перехода к следую-

щему неравенству, совокупности не-

равенств или системе неравенств  

Мы исследуем строгие и нест-

рогие ИН видов:

а)  xgxf )( ;  xgxf )( ; б) )()( xgxf  ; )()( xgxf  ; 

в) )()( xgxf  ; ).()( xgxf  . 

В алгебраических неравенствах 

над неизвестными можно совер-

шать лишь счётное количество опе-

раций: сложение, вычитание, умно-

жение, деление, возведение в це-

лую степень, извлечение корня. 

Если над неизвестными, кроме 

перечисленных действий, выполня-

ются и другие действия: возведения 

в рациональную степень, взятие ло-

гарифма, синуса и так далее, то та-

кие неравенства относятся к транс-

цендентным неравенствам. 

Особенности поиска множества 

решений ИН позволяют использо-

вать в ходе исследования классичес-

кое неравенство Коши: CA , где 

A  — среднее арифметическое, C  — 

среднее геометрическое неотрица-

тельных величин [19, c. 5]. Общий 

случай допускает переход и к сред-

нему арифметическому, и к сред-

нему геометрическому [20]. Извест-

ное неравенство Коши: 

n
n

n aa
n

aa



1

1 ...

, 

выполняющееся при неотрицатель-

ных значениях: 

naa ,...,1 , 

будем использовать в записи:  

n
nn aanaa  11 ...

. 

Рассмотрим ИН (№ 1, 2, 3), ре-

шённые традиционным способом. 
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№ 1. Найдите множество реше-

ний неравенств: 

14250552  xxx  

и укажите наименьшее целое из 

найденного интервала. 

Решение. С учётом правила: 

корни чётных степеней извлекают-

ся лишь из неотрицательных чисел, 

записываем: 

0250552  xx      0505  xx . 

Методом интервалов получаем 

множество решений: 

 

   ;505;x . 

Кроме того, должно выполниться 

условие: 

014 x  14 x    ;14x . 

Найдя пересечение полученных 

промежутков: 

   ;505;x  и   ;14x , 

получаем область допустимых зна-

чений переменной (ОДЗ): 

  ;50x . 

Возводим обе части заданного 

неравенства в квадрат: 

  
22 1425055 xxx










.1962825055

,50

22 xxxx

x










.2

,50

x

x

  ;50x . 

Нами получено решение исход-

ного неравенства: 

 ;50 . 

Наименьшим целым значением из 

промежутка: 

 ;50  

является: 

50x . 

Ответ: 50 . 

ИН типа: 

   xBxAk 2

 

эквивалентно системе неравенств: 

 
 

   













.

,0

,0

2 xBxA

xB

xA

k

 

ИН типа: 

   xBxAk 2

 

эквивалентно совокупности систем 
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неравенств: 

 
   

 
 
























.0

,0

.

,0
2

xB

xA

xBxA

xB
k

 

№ 2. Найдите множество реше-

ний ИН: 

 

 

24062  xxx , 

укажите наибольшее целое отри-

цательное значение из множества 

решений. 

Решение. 

ИН: 24062  xxx  

эквивалентно двум системам нера-

венств: 

















.02

,0406
.

.44406

,02
.

2

22 x

xx
II

xxxx

x
I

   
  

















.2

,0410
.

.22

,2
.

x

xx
II

x

x
I

 

Решение системы неравенств I:

 ;22 ; системы II:  10; . Объ-

единяя найденные интервалы, по-

лучаем решение ИН:  

    ;2210;  . 

Наибольшим целым отрицательным 

 

значением из множества решений 

является: 10x . 

Ответ:     ;2210;  , 10 . 

Большую сложность для сту-

дентов представляет решение ИН 

вида: 

     .xCxBxA  . 

Необходимо выполнение условий:

           xCxBxBxCxAxA  ,0;,0 . 

На ОДЗ выполнения этих усло-

вий неравенство: 

     xCxBxA   

равносильно, соответственно, нера- 

венствам: 

      2xBxCxA   

или: 
      





 

2

xAxCxB
, 
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которые приводятся к названным 

выше случаям. 

№ 3. Найдите множество реше-

ний ИН: 

67  xx , 

укажите наименьшее целое значе-

ние из найденного множества ре-

шений. 

Решение. Неравенство: 

67  xx  

эквивалентно системе неравенств:

 























.67

,67

,6

,07

,0

2

xx

x

х

х

х



























.2912

,29

,36

,7

,0

x

х

x

x

x

,




























.
144

121
5

,29

,36

,7

,0

x

x

x

x

x

 

Пересечение неравенств этих 

решений определяет решение: 

144

121
50  x

, 










144

121
5,0x

. 

Наименьшим целым значением 

из этого множества решений явля-

ется: 0х . 

Ответ: 









144

121
5;0

, 0 . 

Неравенство Коши: 




n
n

n aa
n

aa
...

...
1

1

 
n

nn aanaa  ...... 11  

выполняется для неотрицательных значений .,...,1 naa  

Приведём исследование нера-

венств, базирующихся на неравенст-

вах Коши и Бернулли. 

В инженерной практике часто 

используется метод сравнения ал-

гебраических выражений. Приме-

нение неравенства Бернулли: 

2
1


k
k

 

(модуль суммы взаимно обратных 

чисел больше, либо равен 2), даст 

оптимальное решение поставлен-

ного вопроса. Проиллюстрируем это 

на примере. 
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№ 4. Сравните значение: 













2log

1

7log

1

72 и 2 . 

Решение. Определение логариф-

ма позволяем оценить значение: 

27log 2 
. 

Используем свойство логарифма: 




















 7log

7log

1

2log

1

7log

1
2

272 . 

Правая часть этого равенства есть 

сумма двух взаимно обратных чи-

сел. По неравенству Бернулли зак-

лючаем, что: 

2
7log

1
2log

2

7 









, 

то есть: 

 

 

2
2log

1

7log

1

72













. 

Ответ: 

2
2log

1

7log

1

72













. 

№ 5. Доказать, что:  

22
22






ух

ух

, 

если: 1уx  и yx . 

Доказательство. Проделав ряд 

преобразований в левой части не-

равенства, получаем: 

 
ух

ух
ух

ухух

ух

ух











 22
222

. 

Из условия имеем: 

1уx , 0 уx . 

Используем неравенство Коши для 

значения: 2n . 

Получили: 
  22

2
2

2








yx
yx

ух
ух

. 

Что и требовалось доказать. 

№ 6. Проверьте, выполняется ли 

неравенство: 

33 33 3 323333  . 

Решение. Проделав ряд преобра- 

зований в левой части неравенства, 

получаем: 

33

3

3

3
3 32

3

3
1

3

3
13 
















. 
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Разделим обе части неравенства на 
3

3 , получаем: 
2

3

3
1

3

3
1 3

3

3

3


. 

Используем в левой части неравенство Бернулли:

2
3

3

3

1
1

3

3

3

1
1

3

3
1

3

3
1

33

3

3

3

3


. 

Очевидно выполнение исходного неравенства.  

С помощью неравенства Коши решается в целых числах неравенство: 

2019
20182017 

x
x

. 

Ответ: 1. 

3 Результаты (Results) 

Жёстким требованиям времени 

должны удовлетворять специалис-

ты, имеющие среднее профессио-

нальное образование. Изучение осо-

бенностей применения нестандарт-

ных методов решений способству-

ет развитию логики мышления. Не 

зря академик С. П. Капица часто 

цитировал слова своего деда, ака-

демика А. Н. Крылова: «Математи-

ка … настолько обширна и разно-

образна, что … в полном объёме 

уму человеческому непостижима, а 

следовательно, должен быть сделан 

выбор того, что из математики нуж-

но знать» [21, с. 87]. 

Особенности применения нера-

венств Коши и Бернулли позволяют 

повысить уровень обучения, развить 

вкус к творчеству. Как видно из про-

ведённых исследований ИН, опти-

мизация отыскания методов реше-

ния поможет обучающимся выйти 

на ступень профессиональной под-

готовки к ЕГЭ [22, с. 183]. Тради-

ционные пути решения ИН сопро-

вождаются громоздкими выкладка-

ми. Использование неканоническо-

го пути поиска результата позволя-

ет получить оптимальный путь на-

хождения корней; развивает мате-

матическую интуицию, прививает 

вкус к математике. 

4 Обсуждение (Discussion) 

Навыки применения неравенств 

Коши и Бернулли к поиску ре-

шений заданий профильного уров-
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ня ЕГЭ помогут учащимся оттачи-

вать логику мышления. Знание нес-

тандартных способов решения за-

даний по математике способствует 

усвоению математических терми-

нов, аксиом и теорем; оттачивает на-

выки применения теории на прак-

тике; развивает общую математи-

ческую культуру. 

5 Заключение (Conclusion) 

Особенности применения нера-

венств Коши и Бернулли для реше-

ния ИН имеют познавательный ха-

рактер; развивается строгость изло-

жения мысли, укрепляется роль тео- 

 

ретических знаний в практике; по-

вышается прикладной аспект в поз-

навательной деятельности. Студен-

ты СПО должны активнее привле-

каться к исследовательской деятель-

ности. Классические методы окута-

ны громоздкими выкладками; вы-

бор нетрадиционного пути реше-

ний неравенств в некоторых случа-

ях оптимален. 

Изложенные приёмы по приме-

нению неравенств Коши и Бернул-

ли окажут практическую помощь 

при подготовке к ЕГЭ, работе мате-

матических объединений, в кружко-

вой работе со студентами СПО.
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EDUCATIONAL TECHNIQUES FOR DEVELOPING 

THE LOGICAL THINKING OF STUDENTS 

Abstract 

Introduction. Improving the intellectual level, honing the ma-

thematical preparation, the use of innovative approaches in solving 

a broad aspect of practical issues — this is the range of priority 

points in the study of mathematics. Practical solution of inequali-

ties by non-traditional methods creates new opportunities for the 

formation of intuition, helps to increase the logic of thinking.  

Materials and methods.  Much of the college math program is 

devoted to the study of inequalities. The features of non -standard 

techniques in the study of irrational inequalities, based on the ap-

plication of Cauchy and Bernoulli inequalities, are considered. Ex-

amples of solutions of irrational inequalities based on the use of 

the classical Cauchy and Bernoulli inequalities are given.  

Results. The justified optimal choice of the method of solving 

inequalities in many ways helps the development of the student's 

thinking logic, contributes  to the creative approach to finding a 

result. 
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Discussion.  The use of non-standard ways to solve irrational 

equations and inequalities in the classroom contributes to an in-

crease in the scale of academic performance, improves the level of 

mathematical logic. The use of classical Cauchy and Bernoulli in-

equalities in the study of irrational inequalities will give impetus 

to the research search of the questions posed to the student.  

Conclusion.  The use of classical Cauchy and Bernoulli ine-

qualities in solving irrational inequalities and equations will in-

crease the level of student knowledge. It will be easier for them to 

solve the tasks of increased difficulty, which will have an effect 

on the improvement of points on the Unified State Exam. The pre-

sented material will provide tangible methodological assistance to 

both teachers of mathematics with in-depth study of it, and stu-

dents engaged in research activities.  

Keywords:  mathematical education, mathematical compe-

tence, inequality, singularity, method, irrational inequality.  

Highlights: 

Presents the main types of irrational inequalities;  

The characteristic of the general methods of solving irra-

tional inequalities is given;  

Considered the features in solving irrational inequalities;  

Cauchy and Bernoulli inequalities are presented;  

Describes non-traditional application of Cauchy and Ber-

noulli inequalities to solving irrational inequalities;  

The analogues of the inequalities included in the tasks of the 

Unified State Examination level are given.  
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